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В работе методом Кука доказывается существование волновых операторов 
многомерного оператора Шредингера. При определенных условиях на электрический 
потенциал устанавливается их изометричность. Кроме того, находятся начальные и 
конечные области этих операторов. 
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В настоящей работе в пространстве ( )nRL2  ( 3≥n ) исследуются 
волновые операторы оператора Шрёдингера, порожденные дифференци-
альным выражением  

                   )(xqlq +∆−= ,                
где nn Rxxxx ∈= ),...,,( 21 , )(xq  - вещественный электрический потенциал. 

Предположим, что для некоторого положительного числа ε , мень-
ше единицы,  измеримая функция )(xq  удовлетворяет следующим усло-
виям: 
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Введем оператор ( ) ( )nnq RLRLH 22:~ →  по формуле uuH qq =~  с об-

ластью определения ( ) ( )nq RCHD ∞= 0
~  ( ( )nRC ∞

0  - совокупность всех фи-
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нитных бесконечно дифференцируемых в nR  функций). Если ( ) 0=xq , то 

qH~  обозначим через 0
~H . Замыкания операторов qH~  и 0

~H  обозначим че-
рез H  и 0H , соответственно. Очевидно, что 0H  является самосопряжен-
ным абсолютно непрерывным оператором с областью определения 

( )n
m RW2   (пространство Соболева m -го порядка) и его спектр заполняет 

положительную полуось, т.е. ( ) ( ) [ )+∞== ,000 HH acσσ . А самосопряжен-
ность оператора H  и совпадение его области определения с ( )n

m RW2  сле-
дует из работы [1] (см. также [2] и [3]). 

Рассмотрим однопараметрические группы itHe− , ∆− ≡ ititH ee 0 , по-
рожденные операторами iH− , ∆≡− iiH 0 , соответственно, и однопара-
метрическое семейство унитарных операторов 

( ) +∞<<∞−= ∆ teetW ititH , .                                 
Нас интересует асимптотическое поведение семейства ( ){ }tW  при 

±∞→t , которое важно для физических приложений, поскольку ( )tW  ис-
пользуется для описания движения квантово-механической системы в так 
называемом представлении взаимодействия. Сильные пределы ±W  семей-
ства ( ){ }tW  при ±∞→t , если они существуют, называются волновыми 
операторами, соответствующими паре ( )0, HH , а −

∗
+= WWS  - оператором 

рассеяния. Они есть основные величины теории рассеяния (см., напри-
мер, [4], [5] или [6]). 

Для доказательства существования волновых операторов мы будем 
использовать метод Кука, который заключается в следующем. 
 Предложение (Метод Кука) (см. [4, с. 31, Теорема ХI.4] или [7, с. 
659, Теорема 3.7]). Пусть A  и B  - самосопряженные операторы. Пред-
положим, что существует множество ( ) ( )HBPBDD ac⊂ , которое 
плотно в  ( )HBPac  так, что для любого D∈ϕ  найдется 0T , удовлетво-
ряющее условиям 

( ) ( )ADea iBt ∈− ϕ   при 0Tt > , 

( ) ( ) ( )[ ] +∞<−+−∫
+∞

− dteABeABb
T

iBtiBt

0

ϕϕ . 

Тогда ( )BAWW ,: ±± =  существуют. 
Теорема. Пусть выполняются условия i ) и  ii ). Тогда  ±W  суще-

ствуют и являются частично изометрическими операторами с началь-
ным пространством ( )nRL2 . 

Для доказательства теоремы нам понадобятся следующие леммы. 
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Лемма 1. Для любого положительного числа σ  множество 
{ }

nRa
axeD ∈

−−=
2σ  

всюду плотно в ( )nRL2 .  
Доказательство. Пусть существует функция ( )xg  из ( )nRL2  такая, 

что nRa∈∀   
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axσ . 

Тогда по равенству Парсеваля имеем  
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где ( )pg~  - преобразование Фурье функции ( )xg , ( ) nn xpxpxpxp +++= ..., 2211 . 
Элементарные вычисления показывают, что nRa∈∀   
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Доказательство леммы тривиально. Отметим, что эта лемма ранее 
использовалась в работах [7, с. 662] и [8].  
 Лемма 3. 0>∀σ  и любого натурального n  справедливо  

( ) ( )
( )

,
41

2
1

1
2

2

2 411

n

it
e

n
ee

it
ax

n
axit

σ

σ
σ

σ

+
⋅







 −

Γ

−
=

+

−
−−

−−∆                                  (1) 

где Γ - эйлеров интеграл первого рода. 
Доказательство. Учитывая, что ∆ite  является интегральным опе-

ратором с ядром 
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Направляя ось nη  в направлении вектора ax −  и переходя от переменных 
η  к полярным координатам, получим  
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где 1−nσ  - площадь поверхности единичной сферы в 1−nR . Переходя к но-
вым переменным  

ξϕ =
−
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axr
k , 

приведем внутренний интеграл в (2) к виду  
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Используя формулу (см. [9, с. 335, формула 3.387, 2)]) 
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 где νJ  - функция Бесселя порядка ν , имеем 
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Пользуясь формулами (2) и (3), получаем 
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Теперь вычислим интеграл  
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Учитывая (5) в (4), имеем 
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Пользуясь формулой (см. [9, с. 731, формула 6.631, 4)]) 
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перепишем равенство (7) в виде 
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По формуле (8) равенство (6) принимает вид 
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Из формулы (9) и равенства 
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πσ  получаем равенство (1). Лемма 

доказана. 
Доказательство теоремы. Докажем существование +W . Доказа-

тельство существования −W  проводится аналогично. Так как в нашем 
случае оператор 0: HB ≡∆−=  спектрально абсолютно непрерывен, т.е. 

( )nac RLH 2=  и области определений операторов HA =:  и ∆−=:B  совпа-
дают с пространством ( )nRW 2

2 , то из леммы 3 следует, что условие ( )a  

Предложения выполняется. Докажем, что и условие ( )b  Предложения 
также имеет место. Для этого достаточно доказать, что 
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Из леммы 3 получаем 
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где ε  - число, присутствующее в условиях i ) и ii ), 
σ
σ

2
161 22ts +

= , а M  - 

положительное постоянное число. Отметим, что для обозначения абсо-
лютной положительной постоянной, не обязательно все время одной и 
той же, мы пользуемся буквой M . 

Учитывая в (11) получаемое из леммы 2 неравенство 
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Замечая, что функция 
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 интегрируется и в окрестности точки 

ax =  (в силу условия ii )), и в окрестности бесконечно удаленной точки 
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Из оценки (13) следует справедливость неравенства (10). Таким образом, 
и пункт ( )b  Предложения выполняется. Поэтому первая часть теоремы о 
существовании волновых операторов ±W  доказана. Вторая половина тео-
ремы  вытекает из теоремы 3.2 работы [7, с. 656]. Теорема доказана. 

Замечание. Теорема для оператора Шредингера установлена Т. 
Като [7, с. 661-662] ( 3=n ; )()( 32 RLxq ∈ ), Куком и Хаком [4, с. 65, тео-
рема XI.24] ( 3=n ; )()( 3RLxq p∈ , 32 <≤ p ), Браунелом [10] 
( )()( np RLxq ∈ , np < ), а для магнитного оператора Шредингера - Икэбе 

и Тайоси [8] ( 3=n ; )()( 32 RLxq ∈ ). 
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ÇOXÖLÇÜLÜ ŞRÖDİNGER OPERATORUNUN  
DALĞA OPERATORLARI HAQQINDA 

 
E.H.EYVAZOV 

 
XÜLASƏ 

 
İşdə Kuk üsulu ilə çoxölçülü Şrödinger operatorunun dalğa operatorlarının varlığı isbat 

olunur. Elektrik potensialının üzərinə müəyyən şərtlər qoymaqla onların izometrikliyi gös-
tərilir. Bunlardan əlavə bu operatorların başlanğıc və son oblastları tapılır. 

 
Açar sözlər: Şrödinger operatoru, dalğa operatorları, səpilmə operatoru, Kuk üsulu. 
 

ON WAVE OPERATORS OF MULTIDIMENSIONAL SCHRÖDINGER OPERATOR 
 

E.H.EYVAZOV 
 

SUMMARY 
 

In this paper, the existence of wave operators of multidimensional Schrödinger 
operator is proved by Cook's method. Their isometricity is established under certain conditions 
on the electric potential. Moreover, the initial and terminal  domains of these operators are 
found. 
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